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ÉùÜííçò ÐáñáâÜíôçò

ÈÝìá 1

Óáò äßíåôáé ôï áêüëïõèï ðñüâëçìá ãñáììéêïý ðñïãñáììáôéóìïý:

 max     

 subject to      

      

      

   

      

Åðéëýóôå ôï ðñüâëçìá ìå ôçí ãñáöéêÞ ìÝèïäï. Íá öáßíïíôáé êáèáñÜ ç ãñáöéêÞ
ðáñÜóôáóç, ïé üðïéïé õðïëïãéóìïß êáé íá åðéóçìáßíåôáé ðïéá åõèåßá áíôéóôïé÷åß óå
ðïéïí ðåñéïñéóìü.

Ëýóç

Ç ãñáöéêÞ åðßëõóç ðñïâëçìÜôùí ãñáììéêïý ðñïãñáììáôéóìïý åîçãåßôáé óå
öõëëÜäéï PDF óôç óåëßäá ôïõ ìáèÞìáôïò http://paravantis.unipi.gr/or.html.

ÈÝìá 2

Ìéá åôáéñåßá ðáñáãùãÞò ëïãéóìéêïý äéáèÝôåé ôñåéò ðñïãñáììáôéóôÝò (¢êçò, ÌÞôóïò
êáé Óïýëá) ðïõ åðéèõìåß íá áíáëÜâïõí ôçí õëïðïßçóç éóÜñéèìùí Ýñãùí (Á, Â êáé Ã)
þóôå ôá Ýñãá íá ïëïêëçñùèïýí óôï ìéêñüôåñï äõíáôü äéÜóôçìá. Ëüãù ôçò
äéáöïñåôéêÞò åìðåéñßáò áëëÜ êáé ôùí äéáöïñåôéêþí éêáíïôÞôùí ôùí ôñéþí áõôþí
ðñïãñáììáôéóôþí êáèþò êáé ôçò äéáöïñåôéêÞò öýóçò ôïõ êÜèå Ýñãïõ, ïé
åêôéìþìåíïé ÷ñüíïé ïëïêëÞñùóçò ôïõ êÜèå Ýñãïõ (óå çìÝñåò) óå ðåñßðôùóç ðïõ ôï
áíáëÜâåé ï êÜèå ðñïãñáììáôéóôÞò Ý÷ïõí ùò áêïëïýèùò:

¸ñãï
ÐñïãñáììáôéóôÞò Á Â Ã

¢êçò 10 15 9
ÌÞôóïò 9 18 5
Óïýëá 6 14 3

ÓçìåéùôÝïí üôé ìüíï Ýíáò ðñïãñáììáôéóôÞò ìðïñåß íá áíáëÜâåé ôï êÜèå Ýñãï.
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Äéáôõðþóôå ôï ðñüâëçìá áõôü ùò ðñüâëçìá ãñáììéêïý ðñïãñáììáôéóìïý þóôå íá
ìðïñåß êáíåßò åðéëýíïíôáò ôï ðñüâëçìá íá ëÜâåé ôçí âÝëôéóôç êáôáíïìÞ ôùí ôñéþí
ðñïãñáììáôéóôþí óôá ôñßá Ýñãá (äåí áðáéôåßôáé íá ëýóåôå ôï ðñüâëçìá, áðëÜ íá
ãñÜøåôå ôçí ìáèçìáôéêÞ ôïõ äéáôýðùóç). ÏðùóäÞðïôå íá ïñßæïíôáé ìå óáöÞíåéá ïé
ìåôáâëçôÝò áðüöáóçò (êáé íá äçëþíåôáé åÜí êÜðïéåò áðü áõôÝò åßíáé áêÝñáéåò Þ
äõáäéêÝò), íá öáßíåôáé êáèáñÜ ç áíôéêåéìåíéêÞ óõíÜñôçóç (êáé ôï åßäïò ôïõ
ðñïâëÞìáôïò) êáé íá åßíáé ãñáììÝíïé ìå ðëçñüôçôá üëïé ïé ðåñéïñéóìïß.

Ëýóç

Óôçí ïõóßá, ôï ðñüâëçìá áõôü åßíáé ðñüâëçìá áíÜèåóçò (assignment problem).

¼ðùò ðïëý óùóôÜ åíåñãÞóáí ïñéóìÝíïé äéáâáóìÝíïé öïéôçôÝò óôçí åîÝôáóç ôïõ
Éïõíßïõ 2005, ìðïñåßôå íá óêåöôåßôå ôï ðñüâëçìá áõôü êáé óáí ðñüâëçìá äéêôýïõ
êáé íá ó÷åäéÜóåôå ãñÜöçìá ðïõ íá óõíäÝåé ôïõò ôñåéò ðñïãñáììáôéóôÝò ìå ôá ôñéá
Ýñãá. ¸íá ôÝôïéï ãñÜöçìá èá óáò èýìéæå üôé Ýíá ðñüâëçìá áíÜèåóçò åßíáé åéäéêÞ
ðåñßðôùóç åíüò ðñïâëÞìáôïò ìåôáöïñÜò (transportation problem).

¼ðùò êáé óôçí ðåñßðôùóç åíüò ðñïâëÞìáôïò ìåôáöïñÜò, ïñßæïõìå ôéò ìåôáâëçôÝò
áðüöáóçò ùò åîÞò:

 
  
 œ åÜí óôïí ðñïãñáììáôéóôÞ áíáôåèåß ôï Ýñãï 

óå áíôßèåôç ðåñßðôùóç
 

üðïõ    êáé  . ÄçëáäÞ óôï ðñüâëçìá áõôü ïé ìåôáâëçôÝò         
áðüöáóçò åßíáé áêÝñáéåò êáé ìÜëéóôá äõáäéêÝò (binary)!

¼ôáí ïñéóôïýí ìå áõôü ôïí ôñüðï ïé ìåôáâëçôÝò áðüöáóçò, ï ïñéóìüò ôïõ
ðñïâëÞìáôïò êáèßóôáôáé ìÜëëïí ðñïöáíÞò. Áñêåß íá äïýìå üôé:

ìÝñåò ðïõ áðáéôïýíôáé ãéá ôçí åñãáóßá ôïõ ¢êç
ìÝñåò ðïõ áðáéôïýíôáé ãéá ôçí åñãáóßá ôïõ ÌÞôóïõ

ìÝ

     
     

  

  

ñåò ðïõ áðáéôïýíôáé ãéá ôçí åñãáóßá ôçò Óïýëáò        

Ðñïöáíþò ôï Üèñïéóìá ôùí çìåñþí ðïõ èá áðáéôçèïýí ãéá ôçí ïëïêëÞñùóç ôïõ
Ýñãïõ ôùí ôñéþí ðñïãñáììáôéóôþí áðïôåëåß ôçí áíôéêåéìåíéêÞ óõíÜñôçóç:

min                            

Ïé ðåñéïñéóìïß áíÞêïõí óå äõï ïìÜäåò. Ç ðñþôç ïìÜäá ðåñéïñéóìþí ïñßæåé üôé
êÜèå ðñïãñáììáôéóôÞò ìðïñåß íá áíáëÜâåé ìüíï Ýíá Ýñãï:

      

      

      

  

  

  

 (¢êçò)
 (ÌÞôóïò)
 (Óïýëá)

ÐñïóÝîôå ðùò ìå ôïõò áíùôÝñù “ðïíçñïýò” ðåñéïñéóìïýò åîáóöáëßæåôáé ôï
æçôïýìåíï, äåäïìÝíïõ üôé, åöüóïí ç êÜèå ìåôáâëçôÞ áðüöáóçò  ìðïñåß íá åßíáé

ìüíï ìçäÝí Þ Ýíá, ìüíï ìéá ìåôáâëçôÞ åðéôñÝðåôáé íá ðÜñåé ôçí ôéìÞ Ýíá óå êÜèå
ðåñéïñéóìü!

Ôþñá ìðïñåß íá óêåöôåßôå “ôé èá ãßíåé üìùò åÜí üëá ôá  óôïõò áíùôÝñù

ðåñéïñéóìïýò ãßíïõí ìçäÝí;” Åñ÷üìáóôå ëïéðüí óôçí äåýôåñç ïìÜäá ðåñéïñéóìþí,
ðïõ ïñßæåé üôé ôï êÜèå Ýñãï ðñÝðåé íá áíáëçöèåß áðü Ýíá ìüíï ðñïãñáììáôéóôÞ:

      

      
      

  

  

  

 (Ýñãï Á)
 (Ýñãï Â)
 (Ýñãï Ã)

ÐñïóÝîôå ðùò ïé ôñåéò áõôïß ðåñéïñéóìïß ôçò äåýôåñçò ïìÜäáò åîáóöáëßæïõí üôé
ïðùóäÞðïôå Ýíá áðü ôá  ôïõ êÜèå ðåñéïñéóìïý èá åßíáé ìïíÜäá!
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Ïëïêëçñþóáìå ôïí ïñéóìü ôïõ ðñïâëÞìáôïò êáé ôïí ðáñïõóéÜæïõìå êáôùôÝñù
ïëüêëçñï:

 min                          

 s.t.        
      
      

  

  

  

       
      
      

  

  

  

 ãéá   êáé      (nonegativity)            

ÈÝìá 3

Ìéá åðé÷åßñçóç õãñþí äéáëõôþí ãéá ðëáêÝôåò õðïëïãéóôþí ðáñÜãåé äõï ðñïúüíôá,
ôçí êáíïíéêÞ êáé ôçí åíéó÷õìÝíç öüñìïõëá. Ãéá ôçí ðáñáãùãÞ áõôþí ôùí äõï
ðñïúüíôùí áíáìéãíýåé ôñåéò ðñþôåò ýëåò (÷çìéêÝò ïõóßåò). Ç åðé÷åßñçóç åðéèõìåß íá
ðñïóäéïñßóåé ôïí âÝëôéóôï ôñüðï áíÜìéîçò ôùí ôñéþí áõôþí ðñþôùí õëþí (êáé
ðáñáãùãÞò ôùí äõï äéáëõôþí) þóôå íá ìåãéóôïðïéÞóåé ôá Ýóïäá ôçò áðü ðùëÞóåéò
ãéá ÷ñïíéêÞ ðåñßïäï åíüò Ýôïõò.

Ï ìåí êáíïíéêüò äéáëýôçò ðùëåßôáé óôçí áãïñÜ ãéá 1 åõñþ áíÜ ëßôñï ( ) ï äå€/L
åíéó÷õìÝíïò ãéá 1.08 . ÂÜóåé ôùí õðï÷ñåþóåþí ôçò óôïõò ðñïìçèåõôÝò ôçò, ç€/L
åðé÷åßñçóç ðñÝðåé óôï åîåôáæüìåíï äéÜóôçìá ôïõ åíüò Ýôïõò íá ðáñÜãåé
ôïõëÜ÷éóôïí 10000 ëßôñá êáíïíéêïý äéáëýôç (äåí õðÜñ÷åé åëÜ÷éóôç áðáéôïýìåíç
ðïóüôçôá ôïõ åíéó÷õìÝíïõ äéáëýôç).

Äéáôßèåíôáé ïé áêüëïõèåò (ìÝãéóôåò) ðïóüôçôåò ôùí ôñéþí ðñþôùí õëþí (ãéá Ýíá
Ýôïò):

Ðñþôç ýëç Êüóôïò ÄéáèÝóéìç ðïóüôçôá
( (L)

Á 0.50 5000
Â 0.60 10000
Ã 0.84 10000

€/L)

Ïé ðñïäéáãñáöÝò ãéá ôçí ðáñáãùãÞ ôùí äõï äéáëõôþí Ý÷ïõí ùò áêïëïýèùò:

Åßäïò äéáëýôç ÐñïäéáãñáöÝò ðåñéåêôéêüôçôáò
êáíïíéêüò ü÷é ðÜíù áðü 30% ôçò ðñþôçò ýëçò Á

ôïõëÜ÷éóôïí 40% ôçò ðñþôçò ýëçò Â
ü÷é ðÜíù áðü 20% ôçò ðñþôçò ýëçò Ã

åíéó÷õìÝíïò ôïõëÜ÷éóôïí 25% ôçò ðñþôçò ýëçò Á
ü÷é ðÜíù áðü 40% ôçò ðñþôçò ýëçò Â
ôïõëÜ÷éóôïí 30% ôçò ðñþôçò ýëçò Ã

Äéáôõðþóôå ôï ðñüâëçìá áõôü ùò ðñüâëçìá ãñáììéêïý ðñïãñáììáôéóìïý, ç
åðßëõóç ôïõ ïðïßïõ èá Ýäéíå ôéò ðïóüôçôåò ðñþôùí õëþí êáé ðñïúüíôùí ðïõ
ìåãéóôïðïéïýí ôá Ýóïäá ôçò åðé÷åßñçóçò áðü ðùëÞóåéò (äåí áðáéôåßôáé íá ëýóåôå ôï
ðñüâëçìá, áðëÜ íá ãñÜøåôå ôçí ìáèçìáôéêÞ ôïõ äéáôýðùóç). ÏðùóäÞðïôå íá
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ïñßæïíôáé ìå óáöÞíåéá ïé ìåôáâëçôÝò áðüöáóçò (êáé íá äçëþíåôáé åÜí êÜðïéåò áðü
áõôÝò åßíáé áêÝñáéåò Þ äõáäéêÝò), íá öáßíåôáé êáèáñÜ ç áíôéêåéìåíéêÞ óõíÜñôçóç
(êáé ôï åßäïò ôïõ ðñïâëÞìáôïò) êáé íá åßíáé ãñáììÝíïé ìå ðëçñüôçôá üëïé ïé
ðåñéïñéóìïß.

Ëýóç

Êáôáñ÷Þí ïñßæïõìå ôéò ìåôáâëçôÝò áðüöáóçò (decision variables) ùò åîÞò:

 ðïóüôçôá ðñþôçò ýëçò ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéçèåß  

 ãéá ôçí ðáñáóêåõÞ ôïõ äéáëýôç 

üðïõ  (ãéá êÜèå ìéá áðü ôéò 3 ðñþôåò ýëåò) êáé  (  óõìâïëßæåé ôïí         
êáíïíéêü [regular] êáé  ôïí åíéó÷õìÝíï [premium] äéáëýôç).

¸÷ïõìå ëïéðüí ôéò áêüëïõèåò 6 ìåôáâëçôÝò áðüöáóçò:

 
 
 







ðïóüôçôá ðñþôçò ýëçò 1 óôïí êáíïíéêü äéáëýôç
ðïóüôçôá ðñþôçò ýëçò 2 óôïí êáíïíéêü äéáëýôç
ðïóüôçôá ðñþôçò ýëçò 3 óôïí êáíïíéêü äéáëýôç
ðïóüôçôá ðñþôçò ýëçò 1 óôïí åíéó÷õìÝíï äéáëýôç
ðïóüôçôá ðñþôçò ýëçò 2 óôïí åíéó÷õìÝíï äéáëýôç
ðïóüôçôá

 
 
 





  ðñþôçò ýëçò 3 óôïí åíéó÷õìÝíï äéáëýôç

Ãéá íá ìðïñåßôå åýêïëá íá ïñßæåôå ôéò ìåôáâëçôÝò óå ôÝôïéïõ åßäïõò ðñïâëÞìáôá
(ðïõ áðïêáëïýíôáé ðñïâëÞìáôá áíÜìéîçò Þ blending problems) ìðïñåßôå íá
ó÷çìáôßæåôå ôïí áêüëïõèï åðïðôéêü ðßíáêá êáé áðëÜ íá ãñÜöåôå ôéò ìåôáâëçôÝò óôá
áíôßóôïé÷á êïõôÜêéá:

Äéáëýôçò
êáíïíéêüò åíéó÷õìÝíïò

1
Ðñþôç ýëç 2

3

 
 
 
 

 

 

 

Ïé óõíïëéêÝò ðïóüôçôåò ôïõ êÜèå åßäïõò äéáëýôç ðïõ ðáñÜãïíôáé åßíáé

êáíïíéêüò äéáëýôçò
åíéó÷õìÝíïò äéáëýôçò

     
     

  

  

êáé ïé óõíïëéêÝò ðïóüôçôåò ðñþôùí õëþí ðïõ áðáéôïýíôáé åßíáé

ðñþôç ýëç 1

ðñþôç ýëç 2

ðñþôç ýëç 3







  

  

  

 

 

 

Ç áíôéêåéìåíéêÞ óõíÜñôçóç (objective function) åßíáé ç ìåãéóôïðïßçóç ôùí ðïóïý
ðïõ ðñïêýðôåé üôáí áðü ôá Ýóïäá ôçò ðþëçóçò ôùí äéáëõôþí áöáéñÝóïõìå ôá
êüóôïò ôùí ðñþôùí õëþí (óýìöùíá êáé ìå ôçí ðñïöïñéêÞ õðüäåéîç ôïõ
äéäÜóêïíôá ðïõ Ýãéíå êáôÜ ôçí äéÜñêåéá ôçò ôåëéêÞò åîÝôáóçò):

max                  

                 
     

     

ðïõ ìåôÜ ôéò ðñÜîåéò ãßíåôáé

max                   

ÐåñíÜìå ôþñá óôïõò ðåñéïñéóìïýò (constraints). ¼óïí áöïñÜ ôéò äéáèÝóéìåò
ðïóüôçôåò ôùí ðñþôùí õëþí Ý÷ïõìå ôïõò áêüëïõèïõò ôñåéò ðåñéïñéóìïýò:
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    

    

    

 

 

 

Ôþñá ÷ñåéÜæåôáé éäéáßôåñç ðñïóï÷Þ ãéá íá ãñÜøïõìå ôïõò ðåñéïñéóìïýò ðïõ
åîáóöáëßæïõí üôé ôçñïýíôáé ïé ðñïäéáãñáöÝò ãéá ôçí ðáñáóêåõÞ ôùí äõï åéäþí
äéáëýôç. Ï ðñþôïò ðåñéïñéóìüò ïñßæåé üôé ï êáíïíéêüò äéáëýôçò äåí ìðïñåß íá
ðåñéÝ÷åé ðÜíù áðü 30% ôçò ðñþôçò ýëçò Á:

          a b
ðïõ ìåôÜ áðü ðñÜîåéò ãéá íá öÝñïõìå üëåò ôéò ìåôáâëçôÝò óôï áñéóôåñü óêÝëïò
ãßíåôáé

        

Ï äåýôåñïò ðåñéïñéóìüò ïñßæåé:

          a b
         

Ïìïßùò ãñÜöïõìå ãéá ôïõò ëïéðïýò 4 ðåñéïñéóìïýò:

      

      

      

      

  

  

  

  

ÔÝëïò ãñÜöïõìå ôïí ðåñéïñéóìü ãéá ôçí åëÜ÷éóôç ðïóüôçôá ôùí 10000 ëßôñùí
êáíïíéêïý äéáëýôç ðïõ ðñÝðåé íá ðáñÜãïíôáé åôçóßùò:

        

Ôåëåéþóáìå!

Áíáêåöáëáéþíïíôáò, ï ðëÞñçò ïñéóìüò ôïõ ðñïâëÞìáôïò áõôïý Ý÷åé ùò
áêïëïýèùò:

 max                 

 s.t.      

    

    

 

 

 

       

      

      

  

  

  

       

      

      

  

  

  

         

 (nonegativity)                 

ÈÝìá 4

Óå ìéá ïìÜäá ìåôáðôõ÷éáêþí öïéôçôþí Ý÷åé áíáôåèåß ç ïñãÜíùóç åíüò óõíåäñßïõ.
Óðáóßêëåò áðü ôçí öýóç ôïõò, ïé öïéôçôÝò áðïöáóßæïõí íá ÷ùñßóïõí ôï Ýñãï óå
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ìåìïíùìÝíåò äñáóôçñéüôçôåò êáé íá ôï ëýóïõí óáí ðñüâëçìá äéá÷åßñéóçò Ýñãïõ.
Ïé äñáóôçñéüôçôåò Ý÷ïõí ùò áêïëïýèùò:

Äñáóôç- ÐåñéãñáöÞ Ðñïçãïýìåíåò ×ñüíïò
ñéüôçôá äñáóôçñéüôçôåò   

Á Ó÷åäßáóç – 1.5 2 2.5
Â Ðñüóêëçóç ïìéëçôþí A 2 2.5 6
C Áðáéôïýìåíïé ÷þñïé – 1 2 3
D ÅðéëïãÞ áéèïõóþí C 1.5 2 2.5
E ÅéóéôÞñéá ïìéëçôþí B, D 0.5 1 1.5
F ÊñáôÞóåéò ïìéëçôþí E 1 2 3
G Ìðñïóïýñá B, D 3 3.5 7
H Äéáíõêôåñåýóåéò G 3 4 5
I Åêêñåìüôçôåò F, H 1.5 2 2.5

üðïõ ïé ÷ñüíïé åßíáé óå åâäïìÜäåò êáé ôá , êáé óõìâïëßæïõí ôïí åëÜ÷éóôï,  
ðéèáíüôåñï êáé ìÝãéóôï ÷ñüíï êÜèå äñáóôçñéüôçôáò áíôßóôïé÷á.

1. Ó÷åäéÜóôå ôï ãñÜöçìá ôïõ áíôßóôïé÷ïõ äéêôýïõ.
2. Åðéëýóôå ôï äßêôõï ìå ôç ìÝèïäï PERT, ðñïóäéïñßóôå ôçí êñßóéìç äéáäñïìÞ

êáé õðïëïãßóôå ôïí ÷ñüíï ïëïêëÞñùóçò ôïõ Ýñãïõ.
3. ÅêôéìÞóôå äéÜóôçìá åìðéóôïóýíçò 95% ãéá ôïí ÷ñüíï ïëïêëÞñùóçò ôïõ

Ýñãïõ.

Ëýóç

Ëýíåôáé ìå ôç âïÞèåéá ôïõ ðñïãñÜììáôïò CPM/PERT (ãñáììÝíï áðü ôïí
äéäÜóêïíôá óå Visual Basic) ðïõ åõñßóêåôáé óôç óåëßäá ôïõ ìáèÞìáôïò
http://paravantis.unipi.gr/or.html.


