
1

ÌÅÈÏÄÏÉ ËÇØÇÓ ÁÐÏÖÁÓÅÙÍ             ÓÔÏÉ×ÅÉÁ ÖÏÉÔÇÔÇ
ÉùÜííçò ÐáñáâÜíôçò ¼íïìá .............................................................. 
 Åðþíõìï.......................................................... 
 ¼íïìá ðáôÝñá ................................................ 
 Áñéèìüò ìçôñþïõ .......................................... 

ËÕÓÅÉÓ ÅÎÅÔÁÓÇÓ ÔÅËÅÉÏÖÏÉÔÙÍ
ÐÝìðôç 13 Éïõëßïõ 2006

ÈÝìá 1 (20%)

Óáò äßíåôáé ôï áêüëïõèï ðñüâëçìá ãñáììéêïý ðñïãñáììáôéóìïý:

 max $B � #B" #

 subject to B � $B Ÿ &" #
 %B � #B Ÿ """ #
 B ß B   !" #

1. Áðåéêïíßóôå óå ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôïõò ðåñéïñéóìïýò êáé (åÜí ôï êñßíåôå óêüðéìá)
êáé ôçí áíôéêåéìåíéêÞ óõíÜñôçóç.

ÌåôáôñÝðïõìå ôïí ðñþôï ðåñéïñéóìü óå éóüôçôá

B � $B œ &" #

êáé âñßóêïõìå äõï æåýãç óçìåßùí ðïõ íá éêáíïðïéïýí ôçí éóüôçôá áõôÞ:

� B œ ! Ê B œ & Ð&ß !Ñ

B œ ! Ê B œ œ "Þ'( Ð!ß "Þ'(Ñ
# "

" #
&
$

åðïìÝíùò Ýíá óçìåßï åßíáé ôï 

åðïìÝíùò Ýíá äåýôåñï óçìåßï åßíáé ôï 

Åíåñãïýìå ïìïßùò ãéá ôïí äåýôåñï ðåñéïñéóìü:

%B � #B œ """ #

œ B œ ! Ê B œ œ &Þ& Ð!ß &Þ&Ñ

B œ ! Ê B œ œ #Þ(& Ð#Þ(&ß !Ñ
" #

""
#

# "
""
%

åðïìÝíùò Ýíá óçìåßï åßíáé ôï 

åðïìÝíùò Ýíá äåýôåñï óçìåßï åßíáé ôï 

Áðåéêïíßæïõìå ôþñá óôçí êáôùôÝñù ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôïõò äõï áõôïýò ðåñéïñéóìïýò
åîåôÜæïíôáò ìüíï ôï ðñþôï ôåôáñôçìüñéï äéüôé ïé ôéìÝò ôïõ êáé  ðñÝðåé íá åßíáé ìçB B" #
áñíçôéêÝò – ðñïóÝîôå üôé áíôéóôïé÷ïýìå ôç ìåôáâëçôÞ  óôïí Üîïíá ÷ êáé ôçí ìåôáâëçôÞB"

B# óôïí Üîïíá ø.

Ç éóüôçôá ðïõ áíôéóôïé÷åß óôïí ðñþôï ðåñéïñéóìü åßíáé ç ìðëå ãñáììÞ åíþ åêåßíç ôïõ
äåýôåñïõ ðåñéïñéóìïý åßíáé ç êüêêéíç ãñáììÞ. Ï ðñþôïò ðåñéïñéóìüò åðáëçèåýåôáé
êÜôù áðü ôçí ìðëå ãñáììÞ åíþ ï äåýôåñïò ðåñéïñéóìüò êÜôù áðü ôçí êüêêéíç ãñáììÞ.
ÅðïìÝíùò, ç åöéêôÞ ðåñéï÷Þ (óôçí ïðïßá åðáëçèåýïíôáé êáé ïé äõï ðåñéïñéóìïß) åßíáé ç
êßôñéíç ðåñéï÷Þ (äçëáäÞ ï êïéíüò ôüðïò ôùí ðåñéï÷þí óôéò ïðïßåò åðáëçèåýïíôáé êáé ïé
äõï ðåñéïñéóìïß).
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¼ðùò èá åîçãÞóïõìå óôï åðüìåíï åñþôçìá, äåí åßíáé áðáñáßôçôï íá ÷áñÜîïõìå êáé ôçí
áíôéêåéìåíéêÞ óõíÜñôçóç.

2. Âñåßôå ôç âÝëôéóôç ôéìÞ ôçò áíôéêåéìåíéêÞò óõíÜñôçóçò.

Áíáöåñüìåíïé óôï ãñÜöçìá ôïõ ðñïçãïõìÝíïõ åñùôÞìáôïò, ãíùñßæïõìå áðü ôç èåùñßá
üôé ç âÝëôéóôç (äçëáäÞ ç ìÝãéóôç, åöüóïí ôï ðñüâëçìá ðïõ åîåôÜæïõìå åßíáé ðñüâëçìá
ìåãéóôïðïßçóçò) ôéìÞ ôçò áíôéêåéìåíéêÞò óõíÜñôçóçò, ïðùóäÞðïôå èá åõñßóêåôáé óôï
üñéï ôçò åöéêôÞò ðåñéï÷Þò êáé ìÜëéóôá èá åõñßóêåôáé óå êÜðïéá áðü ôéò ãùíßåò ôçò.
ÅðïìÝíùò, äåäïìÝíïõ üôé ôï ðñüâëçìá åßíáé ðñüâëçìá ìåãéóôïðïßçóçò, ç âÝëôéóôç ôéìÞ
èá åõñßóêåôáé åßôå óôï óçìåßï Á, åßôå óôï óçìåßï Â åßôå óôï óçìåßï Ã (áðïêëåßåôáé äçëáäÞ
ôï óçìåßï ôïìÞò ôùí áîüíùí). Áñêåß ëïéðüí íá õðïëïãßóïõìå ôçí ôéìÞ ôçò áíôéêåéìåíéêÞò
óõíÜñôçóçò óôá ôñßá áõôÜ óçìåßá êáé íá åðéëÝîïõìå ôç ìÝãéóôç åê ôùí ôñéþí: áõôÞ èá
åßíáé ç âÝëôéóôç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò.

Óôï  ðñïöáíþò Ý÷ïõìå  åðïìÝíùò áðü ôçí éóüôçôá ðïõ áíôéóôïé÷åß óôïíóçìåßï Á B œ !"
ðñþôï ðåñéïñéóìü Ý÷ïõìå Þäç âñåé üôé . Ìå  êáé  ç áíôéêåéìåíéêÞB œ "Þ'( B œ ! B œ "Þ'(ß# " #

óõíÜñôçóç ^ œ $B � #B œ $Ð!Ñ � #Ð"Þ'(Ñ œ" # $Þ$%Þ

Óôï  ðñïöáíþò Ý÷ïõìå  åðïìÝíùò áðü ôçí éóüôçôá ðïõ áíôéóôïé÷åß óôïíóçìåßï Ã B œ !#
äåýôåñï ðåñéïñéóìü Ý÷ïõìå Þäç âñåé üôé . Ìå  êáé  çB œ #Þ(& B œ #Þ(& B œ !ß" " #

áíôéêåéìåíéêÞ óõíÜñôçóç ^ œ $B � #B œ $Ð#Þ(&Ñ � #Ð!Ñ œ" # )Þ#&Þ

ÁöÞóáìå ôåëåõôáßï ôï  äéüôé åêåß ïé ôéìÝò ôùí  êáé  äåí ìðïñïýí íáóçìåßï Â B B" #
ðñïêýøïõí “ìå ôï ìÜôé”. Óêåöôüìåíïé üôé óôï óçìåßï Â åðáëçèåýïíôáé ùò éóüôçôåò êáé ï
ðñþôïò êáé ï äåýôåñïò ðåñéïñéóìüò, áíôéëáìâáíüìáóôå üôé ãéá íá âñïýìå ôéò ôéìÝò ôùí B"
êáé  ðñÝðåé íá ëýóïõìå ôï áêüëïõèï óýóôçìá (äõï åîéóþóåùí ìå äõï áãíþóôïõò):B#

B � $B œ & Ð"Ñ" #  
%B � #B œ "" Ð#Ñ" #  

Ð"Ñ Ê B œ & � $B Ð$Ñ" # 

Ð#Ñß Ð$Ñ Ê %Ð& � $B Ñ � #B œ "" Ê #! � "#B � #B œ "" Ê � "#B � #B œ "" � #! Ê# # # # # #

�"!B œ �* Ê "!B œ * Ê B œ !Þ* Ð%Ñ# # #  

Ð#Ñß Ð%Ñ Ê %B � #Ð!Þ*Ñ œ "" Ê %B � "Þ) œ "" Ê %B œ "" � "Þ) œ *Þ# Ê B œ œ #Þ$" " " "
*Þ#
%

ÅíáëëáêôéêÜ, ìðïñïýìå íá ëýóïõìå ôï óýóôçìá ìå ïñßæïõóåò (ðïëý ãñÞãïñç ëýóç ìå
ìéêñÞ ðéèáíüôçôá áñéèìçôéêïý ëÜèïõò ëüãù ôçò êáëÞò ïñãÜíùóçò ðïõ åðéâÜëëïõí ïé
ïñßæïõóåò):

B œ œ œ œ œ #Þ$"

& $
"" #

" $
% #

&‚#�$‚"" "!�$$ #$
"‚#�$‚% #�"# "!

º º
º º

B œ œ œ œ œ !Þ*#

" &
% ""

" $
% #

"‚""�&‚% ""�#! *
"‚#�$‚% #�"# "!

º º
º º

Ìå  êáé  ç áíôéêåéìåíéêÞ óõíÜñôçóç B œ #Þ$ B œ !Þ* ^ œ" # ß $B � #B œ $Ð#Þ$Ñ � #Ð!Þ*Ñ œ" #

)Þ(Þ

Óõãêñßíïíôáò ôéò ôéìÝò ôçò áíôéêåéìåíéêÞò óõíÜñôçóçò óôá óçìåßá Á ( ), Â( ) êáé Ã$Þ$% )Þ(
( ), óõìðåñáßíïõìå üôé ç ìÝãéóôç ôéìÞ ôçò áíôéêåéìåíéêÞò óõíÜñôçóçò åõñßóêåôáé óôï)Þ#&
óçìåßï Â. ÅðïìÝíùò ç âÝëôéóôç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò åßíáé

B œ #Þ$ B œ !Þ* ^ œ )Þ(" # êáé  ìå ôçí áíôéêåéìåíéêÞ óõíÜñôçóç Þ

Áí êáé äåí áðáéôåßôáé óôçí åîÝôáóç, óôï óçìåßï áõôü ëýíïõìå (ãéá åêðáéäåõôéêïýò
óêïðïýò) ôï ðñüâëçìá ìå ôï ðñüãñáììá  åéóÜãïíôáò ôïí áêüëïõèï êþäéêáLINGO

 ! ANTIKEIMENIKH SYNARTHSH;
 max=3*x1+2*x2;
 ! PERIORISMOI;
 x1+3*x2<=5;
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 4*x1+2*x2<=11;

ðïõ ìáò äßíåé ôçí áíáìåíüìåíç ëýóç

 Global optimal solution found.
 Objective value: 8.700000
 Total solver iterations:                             2

 Variable           Value        Reduced Cost
 X1                    0.0000002.300000
 X2                   0.0000000.9000000

 Row    Slack or Surplus      Dual Price
 1        8.700000            1.000000
 2        0.000000           0.2000000
 3        0.000000           0.7000000

üðïõ ç âÝëôéóôç ôéìÞ ôçò áíôéêåéìåíéêÞò óõíÜñôçóçò êáé ïé áíôßóôïé÷åò ôéìÝò ôùí
ìåôáâëçôþí áðüöáóçò Ý÷ïõí õðïãñáììéóôåß.

ÈÝìá 2 (30%)

Ìéá åôáéñåßá ðáñáãùãÞò êáé ðþëçóçò õðïëïãéóôþí (ðïõ éäñýèçêå áðü áñéóôïý÷ïõò
áðïöïßôïõò ôïõ ôìÞìáôïò ÄÔØÓ óôï ÐÁÐÅÉ) ëåéôïõñãåß êÝíôñï óõíáñìïëüãçóçò óôçí
ÁèÞíá ìå åôÞóéá ðáñáãùãÞ 30 000 ìïíÜäùí. Ïé ðáñáãüìåíïé õðïëïãéóôÝò ìåôáöÝñïíôáé
óå ðåñéöåñåéáêÜ êÝíôñá äéáíïìÞò ðïõ åõñßóêïíôáé óôç Ñþìç, ôï Ðáñßóé êáé ôéò ÂñõîÝëåò.

ÅðåéäÞ áíáìÝíåôáé áýîçóç óôçí æÞôçóç õðïëïãéóôþí ðñïò ôç âüñåéá Åõñþðç, ç åôáéñåßá
åðéèõìåß íá áõîÞóåé ôçí åôÞóéá ðáñáãùãÞ ìå ôçí êáôáóêåõÞ åíüò Þ ðåñéóóüôåñùí íÝùí
êÝíôñùí óõíáñìïëüãçóçò óå ìéá Þ ðåñéóóüôåñåò áðü ôéò åîÞò ðüëåéò: Âáñóïâßá,
Êïðåã÷Üãç, ¢ìóôåñíôáì êáé Âåñïëßíï. Ôï åôÞóéï êüóôïò êáé ç åôÞóéá ðáñáãùãÞ ãéá êÜèå
õðïøÞöéá ðüëç èá Ý÷ïõí ùò áêïëïýèùò:

Ðüëç ÅôÞóéï êüóôïò ÅôÞóéá ðáñáãùãÞ
( ) (ìïíÜäåò)

Âáñóïâßá 175 000 10 000
Êïðåã÷Üãç 300 000 20 000

¢ìóôåñíôáì 375 000 30 000
Âåñïëßíï 500 000 40 000

€

ÓçìåéùôÝïí üôé ðñïâëÝðïíôáé ïé áêüëïõèåò åôÞóéåò æçôÞóåéò óå êÜèå Ýíá áðü ôá ôñßá
êÝíôñá äéáíïìÞò:

ÊÝíôñï ÅôÞóéá æÞôçóç
äéáíïìÞò (ìïíÜäåò)
Ñþìç 30 000
Ðáñßóé 20 000
ÂñõîÝëåò 20 000

Ôá ìåôáöïñéêÜ êüóôç (óå áíÜ ìïíÜäá) áðü êÜèå õðïøÞöéá ðüëç (êáé ôï õöéóôÜìåíï€ 
êÝíôñï óõíáñìïëüãçóçò) ðñïò êÜèå êÝíôñï äéáíïìÞò èá Ý÷ïõí ùò áêïëïýèùò:

ÊÝíôñï äéáíïìÞò
Ðüëç Ñþìç Ðáñßóé ÂñõîÝëåò

Âáñóïâßá 5 2 3
Êïðåã÷Üãç 4 3 4
¢ìóôåñíôáì 9 7 5
Âåñïëßíï 10 4 2
ÁèÞíá 8 4 3

Ôï ðñüâëçìá áõôü áíÞêåé óôçí êáôçãïñßá ôùí ëåãïìÝíùí distribution design problems.
ÁðáíôÞóôå óôéò áêüëïõèåò åñùôÞóåéò:

3 / 10



4

1. Ó÷åäéÜóôå   ôçí äéêôõáêÞ áíáðáñÜóôáóç ôïõ(óôï êïõôß ôçò åðüìåíçò óåëßäáò)
ðñïâëÞìáôïò .(üðùò èá êÜíáôå óå ðåñßðôùóç ðñïâëÞìáôïò ìåôáöïñÜò)

2. Óáò æçôåßôáé   íá ïñßóåôå ôï ðñüâëçìá ùò ðñüâëçìá(óôï êïõôß ôçò åðüìåíçò óåëßäáò)
ãñáììéêïý ðñïãñáììáôéóìïý þóôå (ìå ôç ëýóç ôïõ) áöåíüò ìåí íá åðéëåãïýí ïé
âÝëôéóôåò ôïðïèåóßåò ãéá ôçí åãêáôÜóôáóç ôùí íÝùí êÝíôñùí óõíáñìïëüãçóçò (åíüò
ç ðåñéóóïôÝñùí) áöåôÝñïõ äå íá õðïëïãéóôïýí ïé âÝëôéóôåò ðïóüôçôåò ðïõ èá
ìåôáöÝñïíôáé áíÜ êëÜäï. Äåí óáò æçôåßôáé íá ëýóåôå ôï ðñüâëçìá, áðëÜ íá ôï ïñßóåôå
ìáèçìáôéêÜ.

ÏðùóäÞðïôå íá ïñßæïíôáé ìå óáöÞíåéá ïé ìåôáâëçôÝò áðüöáóçò (ÕÐÏÄÅÉÎÇ: åßíáé
äõáäéêÝò), íá öáßíåôáé êáèáñÜ ç áíôéêåéìåíéêÞ óõíÜñôçóç (êáé ôï åßäïò ôïõ ðñïâëÞìáôïò)
êáé íá åßíáé ãñáììÝíïé ìå ðëçñüôçôá üëïé ïé ðåñéïñéóìïß.

Ôï ðñüâëçìá ìðïñåß íá ðáñáóôáèåß äéêôõáêÜ óáí ðñüâëçìá ìåôáöïñÜò, üðïõ
(á) êüìâïé ðñïÝëåõóçò åßíáé ôï õöéóôÜìåíï êÝíôñï óõíáñìïëüãçóçò (ÁèÞíá) êáé ôá 4
õðïøÞöéá êÝíôñá óõíáñìïëüãçóçò (Âáñóïâßá, Êïðåã÷Üãç, ¢ìóôåñíôáì êáé Âåñïëßíï)
êáé (â) êüìâïé ðñïïñéóìïý åßíáé ôá 3 êÝíôñá äéáíïìÞò (Ñþìç, Ðáñßóé, ÂñõîÝëåò).

Ðáñáôçñïýìå üôé ôï äßêôõï Ý÷åé 8 êüìâïõò, åê ôùí ïðïßùí ïé êüìâïé 1 Ýùò êáé 5 åßíáé
êüìâïé ðñïÝëåõóçò åíþ ïé êüìâïé 6 Ýùò êáé 8 åßíáé êüìâïé ðñïïñéóìïý (óôïõò
áñéóôåñïýò êüìâïõò, ðïõ åßíáé êüìâïé ðñïÝëåõóçò, óçìåéþíïõìå ôçí åôÞóéá ðáñáãùãÞ,
åíþ óôïõò äåîéïýò êüìâïõò, ðïõ åßíáé êüìâïé ðñïïñéóìïý, óçìåéþíïõìå ôçí åôÞóéá
æÞôçóç). Åðßóçò, ôï äßêôõï ðåñéëáìâÜíåé 5 3 15 êëÜäïõò (1-6, 1-7, 1-8, 2-6 … 5-6, 5-‚ œ
7, 5-8) êÜèå Ýíáò åê ôùí ïðïßùí ÷áñáêôçñßæåôáé áðü ôï áíôßóôïé÷ï ìïíáäéáßï ìåôáöïñéêü
êüóôïò (ð.÷. ï êëÜäïò Âáñóïâßá-Ñþìç, äçëáäÞ ï êëÜäïò 2-6, óýìöùíá ìå ôïí ôåëåõôáßï
ðßíáêá ôçò åêöþíçóçò ôïõ ðñïâëÞìáôïò, ÷áñáêôçñßæåôáé áðü êüóôïò 5 åõñþ áíÜ
ìïíÜäá ìåôáöåñüìåíïõ ðñïúüíôïò, äçëáäÞ õðïëïãéóôÞ). Ôï ìïíáäéáßï áõôü êüóôïò
ìåôáöïñÜò, ãéá ôïí êëÜäï  ôï óõìâïëßæïõìå .3�4 -34

Ôïíßæïõìå üôé åíþ ôï äéÜãñáììá äéêôýïõ åßíáé ðáíïìïéüôõðï ìå åêåßíï åíüò ðñïâëÞìáôïò
ìåôáöïñÜò, ðñÝðåé íá èõìüìáóôå üôé åíþ óôïí êüìâï 1 (ÁèÞíá) õðÜñ÷åé óßãïõñá êÝíôñï
óõíáñìïëüãçóçò, óôïõò êüìâïõò 2 Ýùò êáé 5 åíäÝ÷åôáé íá ìçí õðÜñ÷ïõí ðáíôïý êÝíôñá
óõíáñìïëüãçóçò. Óå ðïéïõò áðü ôïõò êüìâïõò 2 Ýùò êáé 5 óõìöÝñåé íá ôïðïèåôçèåß Ýíá
(Þ ðåñéóóüôåñá) íÝá êÝíôñá óõíáñìïëüãçóçò, èá ôï äåßîåé ç âÝëôéóôç ëýóç ôïõ
ðñïâëÞìáôïò ðïõ èá ïñßóïõìå áêïëïýèùò.

¸÷ïíôáò ïëïêëçñþóåé ôçí áðÜíôçóç óôï ðñþôï åñþôçìá, ðñï÷ùñïýìå ôþñá óôïí
ïñéóìü ôïõ ðñïâëÞìáôïò. Êáôáñ÷Þí èåùñïýìå ôéò áêüëïõèåò ìåôáâëçôÝò áðüöáóçò:

. 33 äõáäéêÞ ìåôáâëçôÞ ðïõ éóïýôáé (á) ìå Ýíá åÜí óôïí êüìâï  õðÜñ÷åé íÝï êÝíôñï
 óõíáñìïëüãçóçò Þ (â) ìå ìçäÝí åÜí ü÷é
 3 œ "ß # &…
B34 ìåôáöåñüìåíç ðïóüôçôá õðïëïãéóôþí áðü ôïí êüìâï  óôïí êüìâï 3 4
 êáé 3 œ "ß # & 4 œ 'ß (ß )… .
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¼óïí áöïñÜ ôéò ìåôáâëçôÝò , åðåéäÞ óôïí êüìâï 1 (ÁèÞíá) õðÜñ÷åé êÝíôñï.3
óõíáñìïëüãçóçò, ç ìåôáâëçôÞ  ïðùóäÞðïôå èá åßíáé ßóç ìå Ýíá  Áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ,." Þ
ôïõëÜ÷éóôïí ìéá åê ôùí  êáé  èá ðñÝðåé íá éóïýôáé ìå Ýíá (áëëéþò äåí ìðïñåß íá. ß . ß . .# $ % &
éêáíïðïéçèåß ç óõíïëéêÞ æÞôçóç ôùí êÝíôñùí äéáíïìÞò). Ôï ðïéåò åê ôùí  êáé . ß . ß . .# $ % &
èá ðñÝðåé íá åßíáé ßóåò ìå Ýíá þóôå ç åôáéñßá íá ëåéôïõñãåß ìå ôï åëÜ÷éóôï êüóôïò, èá ìáò
ôï äþóåé ç âÝëôéóôç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò ðïõ èá ïñßóïõìå óôï åñþôçìá áõôü.

Ìå âÜóç ôéò áíùôÝñù ìåôáâëçôÝò áðüöáóçò, ãñÜöïõìå ôçí áêüëïõèç áíôéêåéìåíéêÞ
óõíÜñôçóç ðïõ åêöñÜæåé åëá÷éóôïðïßçóç ôïõ óõíïëéêïý êüóôïõò ðïõ áðïôåëåßôáé áðü
ôï åôÞóéï êüóôïò ëåéôïõñãßáò (  ãéá  êáé  äçëáäÞ ãéá Âáñóïâßá, Êïðåã÷Üãç,O 3 œ #ß $ß % &3

¢ìóôåñíôáì êáé Âåñïëßíï áíôßóôïé÷á) êáé ôïõ êüóôïõò ìåôáöïñÜò (  ãéá üëïõò ôïõò-34

êëÜäïõò ):3�4

738 ^ œ O . � O . � O . � O . � # # $ $ % % & &  {åôÞóéï êüóôïò ðáñáãùãÞò ãéá
 Âáñóïâßá, Êïðåã÷Üãç ¢ìóôåñíôáì
 êáé Âåñïëßíï}
 - B � - B � - B �"' "' "( "( ") ")  {êüóôïò ìåôáöïñÜò áðü ÁèÞíá}
 - B � - B � - B �#' #' #( #( #) #)  {êüóôïò ìåôáöïñÜò áðü Âáñóïâßá}
 - B � - B � - B �$' $' $( $( $) $)  {êüóôïò ìåôáöïñÜò áðü Êïðåã÷Üãç}
 - B � - B � - B �%' %' %( %( %) %)  {êüóôïò ìåôáöïñÜò áðü ¢ìóôåñíôáì}
 - B � - B � - B&' &' &( &( &) &)  {êüóôïò ìåôáöïñÜò áðü Âåñïëßíï}

 œ "(&!!! . � $!!!!! . � $(&!!! . � &!!!!! . �# $ % &

 ) B � % B � $ B �"' "( ")

 & B � # B � $ B �#' #( #)

 % B � $ B � % B �$' $( $)

 * B � ( B � & B �%' %( %)

 "! B � % B � # B&' &( &) 

Óçìåéþíåôáé üôé ìÝóá óå {áãêýëåò} ãñÜöïõìå ó÷üëéá ðïõ äåí áðïôåëïýí ìÝñïò ôïõ
ïñéóìïý ôïõ ðñïâëÞìáôïò. Ðáñáôçñïýìå üôé óôçí áíôéêåéìåíéêÞ óõíÜñôçóç äåí Ý÷åé
óõìðåñéëçöèåß ôï åôÞóéï êüóôïò ðáñáãùãÞò ôïõ êÝíôñïõ óõíáñìïëüãçóçò ôçò ÁèÞíáò
ôï ïðïßï Üëëùóôå åßíáé Üãíùóôï – áõôü äåí ìáò ðåéñÜæåé üìùò ãéáôß ôï êüóôïò áõôü åßíáé
äåäïìÝíï áöïý óôçí ÁèÞíá èá õðÜñ÷åé ïðùóäÞðïôå êÝíôñï óõíáñìïëüãçóçò.

¸÷ïíôáò ãñÜøåé ôçí áíôéêåéìåíéêÞ óõíÜñôçóç, ðñï÷ùñïýìå ôþñá óôï ãñÜøéìï ôùí
ðåñéïñéóìþí. ¼ðùò êáé óå Ýíá ðñüâëçìá ìåôáöïñÜò, ïñßæïõìå üôé ç ðïóüôçôá ðïõ
öåýãåé áðü êÜèå êüìâï ðñïïñéóìïý äåí ìðïñåß íá åßíáé ìåãáëýôåñç áðü ôçí áíôßóôïé÷ç
ðáñáãùãÞ:

B � B � B Ÿ $!!!! ."' "( ") " {ÁèÞíá, óôçí ïðïßá õðÜñ÷åé ïðùóäÞðïôå êÝíôñï
 óõíáñìïëüãçóçò Üñá ôï ðñÝðåé ïðùóäÞðïôå íá åßíáé."
 ßóï ìå Ýíá – ôï âëÝðïõìå ðáñáêÜôù}
B � B � B Ÿ "!!!! .#' #( #) # {Âáñóïâßá}
B � B � B Ÿ #!!!! .$' $( $) $ {Êïðåã÷Üãç}
B � B � B Ÿ $!!!! .%' %( %) % {¢ìóôåñíôáì}
B � B � B Ÿ %!!!! .&' &( &) & {Âåñïëßíï}

Ïìïßùò, ãñÜöïõìå ðåñéïñéóìïýò ðïõ åîáóöáëßæïõí üôé éêáíïðïéåßôáé ç æÞôçóç óôá
êÝíôñá äéáíïìÞò:

B � B � B � B � B   $!!!!"' #' $' %' &'   {Ñþìç}
B � B � B � B � B   #!!!!"( #( $( %( &(   {Ðáñßóé}
B � B � B � B � B   #!!!!") #) $) %) &)   {ÂñõîÝëåò}

ÔÝëïò, üðùò åß÷áìå ðåé óôçí áñ÷Þ, ïñßæïõìå üôé óôïí êüìâï 1 (ÁèÞíá) õðÜñ÷åé
ïðùóäÞðïôå êÝíôñï óõíáñìïëüãçóçò:

. œ ""

Ï ïñéóìüò ôïõ ðñïâëÞìáôïò ïëïêëçñþíåôáé ìå ôïõò ðåñéïñéóìïýò ðïõ ïñßæïõí ôç öýóç
êáé ìç áñíçôéêüôçôá ôùí ìåôáâëçôþí áðüöáóçò:

B   ! 3 œ "ß #ß $ß %ß & 4 œ 'ß (ß )34  ãéá êÜèå  êáé 
.3   !  ãéá êÜèå 3 œ "ß #ß $ß %ß &
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B34 áêÝñáéåò
.3 äõáäéêÝò

Áí êáé äåí áðáéôåßôáé óôçí åîÝôáóç, óôï óçìåßï áõôü ëýíïõìå (ãéá åêðáéäåõôéêïýò
óêïðïýò) ôï ðñüâëçìá ìå ôï ðñüãñáììá LINGO ãñÜöïíôáò ôïí áêüëïõèï êþäéêá:

 ! ANTIKEIMENIKH SYNARTHSH ;

 min=
 175000*d2 + 300000*d3 + 375000*d4 + 500000*d5 +
 8*x16 + 4*x17 + 3*x18+
 5*x26 + 2*x27 + 3*x28+
 4*x36 + 3*x37 + 4*x38+
 9*x46 + 7*x47 + 5*x48+
 10*x56 + 4*x57 + 2*x58 ;

 ! PERIORISMOI ;

 x16 + x17 + x18 <= 30000*d1 ;
 x26 + x27 + x28 <= 10000*d2 ;
 x36 + x37 + x38 <= 20000*d3 ;
 x46 + x47 + x48 <= 30000*d4 ;
 x56 + x57 + x58 <= 40000*d5 ;

 x16 + x26 + x36 + x46 + x56 >= 30000 ;
 x17 + x27 + x37 + x47 + x57 >= 20000 ;
 x18 + x28 + x38 + x48 + x58 >= 20000 ;

 d1=1 ;

 ! METABLHTES APOFASHS ;

 @GIN(x16); @GIN(x17); @GIN(x18);
 @GIN(x26); @GIN(x27); @GIN(x28);
 @GIN(x36); @GIN(x37); @GIN(x38);
 @GIN(x46); @GIN(x47); @GIN(x48);
 @GIN(x56); @GIN(x57); @GIN(x58);

 @BIN(d1);
 @BIN(d2);
 @BIN(d3);
 @BIN(d4);
 @BIN(d5);

ðïõ ìáò äßíåé ôçí áêüëïõèç âÝëôéóôç ëýóç ( ):^ œ )'!!!

 Global optimal solution found.
 Objective value: 860000.0
 Extended solver steps:                               0
 Total solver iterations:                           201

 Variable           Value        Reduced Cost
 D2        0.000000            175000.0
 D3        0.000000            300000.0
 D4        0.000000            375000.0
 D5                    500000.01.000000
 X16                    8.00000030000.00
 X17        0.000000            4.000000
 X18        0.000000            3.000000
 X26        0.000000            5.000000
 X27        0.000000            2.000000
 X28        0.000000            3.000000
 X36        0.000000            4.000000
 X37        0.000000            3.000000
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 X38        0.000000            4.000000
 X46        0.000000            9.000000
 X47        0.000000            7.000000
 X48        0.000000            5.000000
 X56        0.000000            10.00000
 X57                    4.00000020000.00
 X58                    2.00000020000.00
 D1        1.000000            0.000000

 Row    Slack or Surplus      Dual Price
 1        860000.0           -1.000000
 2        0.000000            0.000000
 3        0.000000            0.000000
 4        0.000000            0.000000
 5        0.000000            0.000000
 6        0.000000            0.000000
 7        0.000000            0.000000
 8        0.000000            0.000000
 9        0.000000            0.000000
 10        0.000000            0.000000

óýìöùíá ìå ôçí ïðïßá, ãéá íá åßíáé ç áíôéêåéìåíéêÞ óõíÜñôçóç åëÜ÷éóôç, íÝï åñãïóôÜóéï
óõíáñìïëüãçóçò èá ðñÝðåé íá ôïðïèåôçèåß ìüíï óôïí êüìâï 5 (Âåñïëßíï, . œ "&
õðïãñáììéóìÝíï óôçí áíùôÝñù ëýóç).

Áðü ôçí ëýóç ìðïñåßôå åðßóçò íá äåßôå üôé ïé  ìåôáöåñüìåíåò ðïóüôçôåò
(õðïãñáììéóìÝíåò óôçí áíùôÝñù ëýóç) èá ðñïÝñ÷ïíôáé áðü ôïí êüìâï 1 (ÁèÞíá,
B œ $!!!! B œ $!!!! B œ $!!!!"' &( &)) êáé ôïí êüìâï 5 (Âåñïëßíï,  êáé ). ÂëÝðåôå äçëáäÞ üôé
ãéá íá ðÜñïõìå ôç âÝëôéóôç ëýóç, ôïðïèåôÞèçêå Ýíá ìüíï êÝíôñï óõíáñìïëüãçóçò (þóôå
íá åëá÷éóôïðïéçèåß ôï åôÞóéï êüóôïò) óôïí êüìâï 5 ðïõ Ý÷åé áñêåôÞ ðáñáãùãÞ þóôå íá
ìðïñåß íá åîõðçñåôÞóåé ôïõò êüìâïõò 6 êáé 7.

ÈÝìá 3 (30%)

ÄéåñåõíÜôå ôçí åðéññïÞ äéáöüñùí ÷áñáêôçñéóôéêþí óðéôéþí óôçí ôéìÞ ðþëçóÞò ôïõ.
ÌïíôÝëï ãñáììéêÞò ðáëéíäñüìçóçò äßíåé ôá áêüëïõèá áðïôåëÝóìáôá óôï ðñüãñáììá
gretl ( =ôéìÞ ðþëçóçò óðéôéïý, =åìöáäüí óðéôéïý, =áñéèìüòsalepric sqft bedrms
õðíïäùìáôßùí, =áñéèìüò ëïõôñþí, =áñéèìüò èÝóåùí óôÜèìåõóçò,baths garage
age=çëéêßá óðéôéïý óå Ýôç).

Model 1: OLS estimates using the 224 observations 1-224
Dependent variable: salepric
Heteroskedasticity-robust standard errors, variant HC1

 VARIABLE               STDERROR      T STAT   P-VALUECOEFFICIENT

 const              -745.438          114.430        -6.514  <0.00001 ***
 sqft                  0.235604         0.0296806     7.938  <0.00001 ***
 bedrms                        23.5758       -0.847 -19.9784 0.39769
 baths                          20.0591        0.551 11.0591 0.58197
 garage              136.599           42.5104        3.213   0.00151 ***
 age                   9.76488          3.27117       2.985   0.00316 ***

 Mean of dependent variable = 642.929
 Standard deviation of dep. var. = 371.376
 Sum of squared residuals = 3.84204e+006
 Standard error of residuals = 132.755
 Unadjusted R-squared = 0.875081
 Adjusted R-squared = 0.872216
 F-statistic (5, 218) = 72.913 (p-value < 0.00001)
 Log-likelihood = -1409.83
 Akaike information criterion (AIC) = 2831.65
 Schwarz Bayesian criterion (BIC) = 2852.12
 Hannan-Quinn criterion (HQC) = 2839.92

Excluding the constant, p-value was highest for variable 4 (baths)
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1. ÃñÜøôå ôçí åîßóùóç ôïõ ìïíôÝëïõ êáé ó÷ïëéÜóôå ôï êáôÜ ðüóïí åîçãåß ôá äåäïìÝíá.

Áðü ôçí óôÞëç óôçí ïðïßá åìöáíßæïíôáé ïé ôéìÝò ôùí óõíôåëåóôþí ôçò ðïëëáðëÞò
ðáëéíäñüìçóçò (COEFFICIENT), áíôéãñÜöïõìå ôçí áêüëïõèç åîßóùóç
(óôñïããõëåýïíôáò ôéò ôéìÝò óå 4 óçìáíôéêÜ øçößá):

=+6/:<3- =;0> ,/.<7=œ �(%&Þ% � !Þ#$&' � "*Þ*)
� ""Þ!' � "$'Þ' � *Þ('&,+>2= 1+<+1/ +1/

Ôï óôáôéóôéêü ìÝãåèïò ðïõ ìáò äåß÷íåé ðüóï Ýíá ìïíôÝëï ðáëéíäñüìçóçò åîçãåß ôçí
äéáóðïñÜ ôùí äåäïìÝíùí åßíáé ï ëåãüìåíïò óõíôåëåóôÞò ðñïóäéïñéóìïý Þ óõíôåëåóôÞò
áðïöáóéóôéêüôçôáò (coefficient of determination) äçëáäÞ ôï . Óôçí ðñïêåéìÝíçV#

ðåñßðôùóç ôï  (unadjusted) åßíáé 0.875 Þ 87.5%, ðïõ áðïôåëåß ìéá éäéáßôåñá õøçëÞV#

ôéìÞ (ôï  êõìáßíåôáé áðü 0 Ýùò 100%) êáé äåß÷íåé ìéá ðïëý êáëÞ ðñïóáñìïãÞ ôïõV#

ìïíôÝëïõ óôá äåäïìÝíá (ëÝìå üôé ôï ìïíôÝëï “åîçãåß” ôï 87.5% ôçò äéáóðïñÜò ôùí
äåäïìÝíùí).

2. Ó÷ïëéÜóôå ôá ðñüóçìá ôùí óõíôåëåóôþí ôùí áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí (óå
óõíÜñôçóç ìå ôç óôáôéóôéêÞ óçìáíôéêüôçôá).

Ç ìåôáâëçôÞ  åìöáíßæåôáé óôçí åîßóùóç ôçò ðáëéíäñüìçóçò ìå áñíçôéêü,/.<7=
ðñüóçìï, ãåãïíüò ðïõ èá óÞìáéíå üôé óðßôéá ìå ðåñéóóüôåñåò êñåâáôïêÜìáñåò êïóôßæïõí
ëéãüôåñï. Áõôü äåí åßíáé ëïãéêü áëëÜ ï óõíôåëåóôÞò ôçò ìåôáâëçôÞò áõôÞò ( ) äåí�"*Þ*()%
åßíáé óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêüò, üðùò äåß÷íåé ç ôéìÞ  (óôç äåîéÜ óôÞëç, P-VALUE): œ !Þ$*('*
ðïõ åßíáé ðïëý ìåãáëýôåñç áðü ôçí ïñéáêÞ ôéìÞ  (êÜôù áðü ôçí ïðïßá ìéá ôéìÞ åßíáé!Þ!&
óôáôéóôéêÜ óçìáíôéêÞ “óå åðßðåäï åìðéóôïóýíçò 95%”). ÅðïìÝíùò, äåí ìáò
ðñïâëçìáôßæåé éäéáßôåñá, óêåöôüìáóôå äå üôé åíäÝ÷åôáé ìå Ýíá ìåãáëýôåñï Þ êáëýôåñï
äåßãìá íá ìðïñïýóáìå íá åêôéìïýóáìå Ýíá êáëýôåñï ìïíôÝëï ðáëéíäñüìçóçò óôï ïðïßï
ôï ðñüóçìá ôçò   íá åßíáé üðùò ôï ðåñéìÝíáìå.,/.<7=

Åðß ôç åõêáéñßá, ïýôå ï óõíôåëåóôÞò ôçò ìåôáâëçôÞò  ( ) åßíáé óôáôéóôéêÜ,+>2= ""Þ!&*"
óçìáíôéêüò ( , ðïõ åßíáé ðïëý ìåãáëýôåñï ôïõ ). ÅðïìÝíùò, óå ìéá: œ !Þ&)"*( !Þ!&
ðñïóðÜèåéá âåëôßùóçò ôïõ ìïíôÝëïõ, èá áöáéñïýóáìå ôéò äõï áõôÝò áíåîÜñôçôåò
ìåôáâëçôÝò.

3. Ìå âÜóç ôá áêüëïõèá ðñüóèåôá óôïé÷åßá, èåùñåßôå üôé ç ðïëõóõããñáìéêüôçôá åßíáé
ðñüâëçìá; Áéôéïëïãåßóôå.

Variance Inflation Factors

 Minimum possible value = 1.0
 Values > 10.0 may indicate a collinearity problem

 2)            sqft 2.845
 3)          bedrms 1.775
 4)           baths 2.830
 5)          garage 1.667
 6)             age 1.186

VIF(j) = 1/(1 - R(j)^2), where R(j) is the multiple correlation coefficient
between variable j and the other independent variables

Ç ðïëõóõããñáìéêüôçôá åßíáé Ýíá óïâáñü ðñüâëçìá óôçí ðïëëáðëÞ ãñáììéêÞ
ðáëéíäñüìçóç êáé ðñÝðåé ðÜíôá íá åîåôÜæåôáé ôï êáôÜ ðüóïí åðçñåÜæåé óïâáñÜ ôéò ôéìÝò
ôùí óõíôåëåóôþí ôùí áíåîÜñôçôùí ìåôáâëçôþí. Áõôü ãßíåôáé ìå ôá VIFs (Variance
Inflation Factors) ãéá ôá ïðïßá Ý÷ïõìå óôï ìÜèçìá ðáñïõóéÜóåé ôïí åîÞò åìðåéñéêü
êáíüíá:

– ÅÜí êÜðïéá VIF åßíáé áðü 1 Ýùò 5, äåí Ý÷ïõìå ðñüâëçìá ðïëõóõããñáìéêüôçôáò.
– ÅÜí êÜðïéá VIF åßíáé áðü 5 Ýùò 10, Ý÷ïõìå ðñüâëçìá áëëÜ äåí õðÜñ÷åé áíÜãêç
 íá áëëÜîïõìå ôï ìïíôÝëï ìáò.
– ÅÜí êÜðïéá VIF åßíáé ðÜíù áðü10, Ý÷ïõìå óïâáñü ðñüâëçìá ðïëõóõããñáìéêüôçôáò
 êáé èá Ýðñåðå íá øÜîïõìå êáëýôåñï ìïíôÝëï (ð.÷. åîáéñþíôáò ìéá áðü ôéò áíåîÜñôçôåò
 ìåôáâëçôÝò ðïõ, ëüãù õøçëÞò óõó÷Ýôéóçò ìå Üëëç áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ,
 äçìéïõñãåß ôï ðñüâëçìá).
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ÂÜóåé ôùí áíùôÝñù, óôï óõãêåêñéìÝíï ìïíôÝëï äåí Ý÷ïõìå ðñüâëçìá
ðïëõóõããñáìéêüôçôáò (üëåò ïé ôéìÝò VIF, õðïãñáììéóìÝíåò óôçí áíùôÝñù åêôýðùóç,
åßíáé êÜôù áðü 5).

4. Ó÷ïëéÜóôå ôï áêüëïõèï äéÜãñáììá õðïëïßðùí.
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Åöüóïí ïé ôéìÝò ôùí õðïëïßðùí åßíáé äéÜóðáñôåò ãýñù áðü ôïí ïñéæüíôéï Üîïíá ôïõ
ìçäåíüò óå ìéá æþíç ðïõ ðÜíù-êÜôù Ý÷åé ôï ôï ßäéï ðëÜôïò, êñßíïõìå üôé ôï äéÜãñáììá
õðïëïßðùí åßíáé éêáíïðïéçôéêü êáé äåí ìáò äåß÷íåé êÜðïéï óïâáñü ðñüâëçìá ôïõ
ìïíôÝëïõ.

Áíçóõ÷ïýìå ëéãÜêé ãéá ôï ãåãïíüò üôé ôá õðüëïéðá åìöáíßæïíôáé íá áíïßãïõí ëßãï (óáí
âåíôÜëéá) óôï äåîéü Üêñï ôçò ãñáöéêÞò ðáñÜóôáóçò áëëÜ åöüóïí ï ïñéæüíôéïò Üîïíáò
äåß÷íåé áðëÜ ôç óåéñÜ ôùí ðáñáôçôÞóåùí (index) äåí ìðïñïýìå íá êñßíïõìå êáôÜ ðüóïí
áõôüò ï åôåñïóêåäáóìüò åßíáé Üîéïò ðåñáéôÝñù ìåëÝôçò.

ÈÝìá 4 (20%)

Óáò äßíåôáé ç êáôùôÝñù ÷ñïíïóåéñÜ ôïõ ïìïóðïíäéáêïý åðéôïêßïõ ôùí ÇÐÁ ìáæß ìå
äéáãñÜììáôá ôùí óõíáñôÞóåùí áõôïóõó÷Ýôéóçò êáé ìåñéêÞò áõôïóõó÷Ýôéóçò.
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1. Ó÷ïëéÜóôå ôï èÝìá ôçò óôáóéìüôçôÜò ôçò.

ÂËÅÐÅ ÄÉÁÖÁÍÅÉÅÓ  ÊÁÉ ÓÔÁÓÉÌÏÔÇÔÁÓ ARIMA
ÊÁÉ Ó×ÅÔÉÊÇ Ç×ÏÃÑÁÖÇÓÇ mp3 ÔÏÕ ÄÉÄÁÓÊÏÍÔÁ.
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2. ÊáôùôÝñù óáò äßíïíôáé ïé ðñþôåò äéáöïñÝò ôçò.
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 Ïìïßùò ó÷ïëéÜóôå ôï êáôÜ ðüóïí åßíáé óôÜóéìåò.

ÂËÅÐÅ ÄÉÁÖÁÍÅÉÅÓ  ÊÁÉ ÓÔÁÓÉÌÏÔÇÔÁÓ ARIMA
ÊÁÉ Ó×ÅÔÉÊÇ Ç×ÏÃÑÁÖÇÓÇ  mp3 ÔÏÕ ÄÉÄÁÓÊÏÍÔÁ.
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